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سرفصل مطالب

تعاريف: فصل اول 
ك1 مكان عل يف تع

نيروهاي صفحه اي–استاتيك ذره : فصل دوم
تعريف نيرو -1

تعريف علم مكانيك  -1

تقسيم بندي علم مكانيك  - 2

قوانين نيوتن  -3

سيستم واحدها  -4

)قانون متوازي الاضلاع(اصل اول استاتيك-2
تجزيه و تركيب نيروها - 3
مؤلفه هاي يك نيرو در مختصات قائم - 4
برآيند دو يا چند نيرو به روش ترسيمي - 5
برآيند دو يا چند نيرو به روش تحليلي - 6
)تعادل ذره(تعادل يك نقطه مادي-7 ي ي ر(ل )ل
مؤلفه هاي يك نيروي فضايي به روش اسكالر - 8
مؤلفه هاي يك نيروي فضايي به روش برداري - 9

برآيند نيروهاي فضايي - 10
تعادل ذره در فضا - 11

سرفصل مطالب

سيستم نيروهاي فضايي:  فصل سوم
ضرب داخلي دو بردار فضايي -1
فضاي-2 بردار دو زاويه تعيين

تعادل اجسام صلب: فصل چهارم
نمودار آزاد اجسام -1
بعدي2 ه بعدي د ائل م د تعادل معادلات تعيين زاويه دو بردار فضايي -2

تصوير يك بردار روي امتداد دلخواه - 3
ضرب خارجي دو بردار فضايي - 4
گشتاور يك نيروي فضايي حول يك نقطه - 5
گشتاور يك نيروي فضايي حول يك محور - 6
قضيه وارينيون - 7

معادلات تعادل در مسائل دوبعدي و سه بعدي-2
انواع تكيه گاه - 3
تعيين عكس العمل تكيه گاهي - 4
تعادل اجسام دو نيرويي و سه نيرويي - 5
تعيين نيرو و گشتاور در  قاب هاي ساده - 6

)گشتاور كوپل(گشتاور زوج نيرو - 8
انتقال نيرو به موازات خود - 9

سيستم كوپل نيروي معادل  - 10
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سرفصل مطالب

مركز هندسي، گشتاور اول  : فصل پنجم
سطح و نيروهاي گسترده

)خرپا(تحليل سازه : فصل ششم

پا1 خ يف تع

)مركز ثقل(مركز جرم  -1
مركز هندسي سطوح -2
گشتاور اول سطح - 3
تبديل نيروي  (نيروهاي گسترده روي تيرها  - 4

متمركز به )گسترده

تعريف خرپا-1
)روش گره(تحليل خرپا به روش تعادل مفصل  -2
)روش مقاطع(تحليل خرپا به روش برش  - 3

)گسترده به متمركز

سرفصل مطالب

تحليل تيرها: فصل هفتم
نيروهاي داخلي در تيرها -1
ش2 ش ا ش خ ا گش ش ن ا ن ت تعيين نمودار نيروي برشي و گشتاور خمشي با روش برش-2
روابط ميان بار، نيروي برشي و گشتاور خمشي - 3
تعيين نمودار نيروي برشي و گشتاور خمشي با روش سطح زير منحني - 4

)ممان اينرسي) (گشتاور لختي(گشتاور اينرسي : فصل نهم
تعريف گشتاور دوم سطح-1
گشتاور دوم سطح براي سطوح متعارف -2
قانون محورهاي موازي - 3
گشتاور دوم سطح براي سطوح مركب   - 4
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تعریف علم مکانیک

 حركت يا سكون با رابطه در كه است فيزيك علم از اي شاخه مكانيك :مكانيك علم تعريف
 پايداري ارتعاشات، نظير ها زمينه بسياري در مكانيك علم  .كند مي بحث نيرو اثر تحت اجسام

 جريان احتراقي، موتورهاي هواپيماها،ها،راكتها،ماشينها،ساختمانوهاسازه مقاومت و
  .دارد كاربرد الكتريكي هاي ماشين و سيالات

  .است ديناميك و استاتيك از متشكل مكانيك مسائل نوع برحسب :مكانيك علم بندي تقسيم
.بار تحت اجسام تعادل علم از عبارتست ايستايي علم يا  استاتيك؛ -1
.است سينتيكوسينماتيكشاملخودكهاجسامحركتعلم ديناميك؛ - 2
:شود مي تقسيم زير بخش دو به مكانيك اجسام ماهيت نظر از
ناپذير تغييرشكل  و پذير تغييرشكل اجسام مكانيك -1
سيالات مكانيك - 2

قوانین نیوتن

نيوتن قوانين

 در( .استسكون درحال ذره باشدصفرايذرهبرواردنيروهايبرآينداگر:نيوتن اول قانون
 خود حركت به ثابت سرعت با باشد يكنواخت الخط مستقيم حركت داراي ذره اگر حالت اين

.)دهد مي ادامه

 با متناسب نيرو يا( است برآن وارد نيروهاي برآيند با متناسب ذره يك شتاب :نيوتن دوم قانون
             .)است حركتشتابدرجرم حاصلضرب

 هم با مقدار لحاظ از درتماس جسم دو بين العمل عكس و عمل نيروهاي :نيوتن سوم قانون
.باشد مي مخالف جهت با و امتداد دريك و برابر

amF rr
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سیستم واحدها

:سيستم واحدها
.    زمانطول، جرم  و : اصلي عبارتند ازسيستم هاي اندازه گيري كميتهاي در 
:  واحدهاي كميت هاي اصلي عبارتند از SI)جهاني(الملليسيستم بيندر 

.  باشد مي  (s)و واحد زمان ثانيه  (kg)، واحد جرم كيلوگرم (m)واحد طول متر 
:بنابراين واحدهاي فرعي بصورت زير تعيين مي شود

. . .
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VECTOR MECHANICS FOR ENGINEERS:

STATICSSTATICS

Ninth EditionNinth Edition

CHAPTER

2 Ferdinand P. BeerFerdinand P. Beer
E. Russell  Johnston, Jr.E. Russell  Johnston, Jr.

Lecture Notes:Lecture Notes:
J. Walt OlerJ. Walt Oler
Texas Tech UniversityTexas Tech University

2 Statics of Particles

استاتیک ذرات

فصل دوم

نيروهاي صفحه اي–استاتيك ذره : فصل دوم
تعريف نيرو -1
ق2 )قانون متوازي الاضلاع(اصل اول استاتيك-2
تجزيه و تركيب نيروها - 3
مؤلفه هاي يك نيرو در مختصات قائم - 4
برآيند دو يا چند نيرو به روش ترسيمي - 5
برآيند دو يا چند نيرو به روش تحليلي - 6
)تعادل ذره(تعادل يك نقطه مادي-7 ي رل ل
مؤلفه هاي يك نيروي فضايي به روش اسكالر - 8
مؤلفه هاي يك نيروي فضايي به روش برداري - 9

برآيند نيروهاي فضايي - 10
تعادل ذره در فضا - 11
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ای مفاهیم و اصول پایه

:كميت هاي فيريكي
دما، كار، انرژي، حجم : فقط با مقدار مشخص مي گردد مانند:  ) اسكالر(كميت هاي عددي -1

...و سطح ط
:  گردد مانند علاوه برمقدار توسط راستا ، جهت و نقطه اثر مشخص مي: هاي برداري كميت - 2

.نيرو،  سرعت، تغيير مكان،  شتاب و گشتاور

) :Force(تعريف نيرو 
نيرو عاملي است كه باعث تغييرشكل يا تغيير . تاثير يك جسم روي جسم ديگر نيرو ناميده مي شود

.نيرو بردار است. حركت يا سكون جسم مي گردد

مشخصات نیرو

:مشخصات نيرو
)امتداد(راستاي  -1
جهت - 2
)مقدار) (قدر مطلق(بزرگي  -3
نقطه اثر -4

چون در استاتيك اجسام را صلب فرض مي كنيم لذا نيرو را مي توان :اصل قابليت انتقال نيرو
.روي امتدادش جابجا كرد

.استراستا، جهت و مقدار بنابراين مشخصه نيرو فقط 
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قانون متوازی الاضلاع

):قانون متوازي الاضلاع(اصل اول استاتيك 
 اين .داد قرار نيرو دو آن با معادل نيرو يك توان مي صلب جسم يك در مؤثر نيروي دو جاي به
ازقطن تالاضلاعت نآاكها داختهد تداددتقاطلازش ا  امتداد دو تقاطع محل از و شودميساختهدونيروآنباكهاستالاضلاعيمتوازي قطر نيرو

.گذرد مي نيرو

R   برايند(معادل  (P  وQ  است.

قانون سینوسها و کسینوسها برای مثلث

γβα sinsinsin
21 rFFF

== γβαقانون سينوسها sinsinsin

γcos2 21
2

2
2

1
2 FFFFF

r
−+= قانون كسينوسها

o180=++ γβα
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قانون سینوسها و کسینوسها برای مثلث

Vector Mechanics for Engineers: Statics
چند ضلعی نیروها  - قانون متوازی الاضلاع  

:چند ضلعي نيروها
 برايند و كرده ترسيم هم دنبال به را نيروها تك تك ميتوان الاضلاع متوازي قانون اساس بر

ها هاضلندا(ان ت)ن دد آ .آوردبدست)نيروهاضلعيچندبارسم( را نيروها

قانون متوازي الاضلاعچند ضلعي نيروها
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) ترکیب یا برایند دو نیرو( 1مثال 

نيوتوني مطابق شكل  60و  40دو نيروي  - 1مثال 
:مطلوبست. به پيچ مقابل اعمل شده است

تعيين برايند اين دو نيرو ) الف

تعيين امتداد برايند) ب

):ترسيم متوازي الاضلاع  و  چند ضلعي نيروها(حل به روش ترسيمي  

بعد از ترسيم متوازي الاضلاع، طول بردار برآيند و  - 1
.شود امتداد آن اندازه گيري مي

°== 35N98 αR

برآيند-2 بردار طول هم، دنبال به نيروها ترسيم از بعد

°== 35N98 αR

بعد از ترسيم نيروها به دنبال هم، طول بردار برآيند  2 
.شود و امتداد آن اندازه گيري مي
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:حل به روش مثلثاتي 
ترسيم مثلث نيروها و نوشتن قانون كسينوسها

( ) ( ) ( )( ) °+

−+=

155cosN60N402N60N40

cos2
222

222

R

BPQQPR

( ) ( ) ( )( )−+= 155cosN60N402N60N40R

R
B

Q
A
=

sinsin

N73.97=R

:سپس از قانون سينوسها داريم

A
A

A

R
QBA

+°=
°=

=°=

=

20
04.15

26.0
N73.97

N60155sinsin

sinsin

α °= 04.35α

):تجزیه یک نیرو  روی دو امتداد معلوم(مثال دوم  

  Cو   Aتوسط دو يدك كش     Bقايق  -  2مثال 

.شود كشيده مي
قايق بر وارد نيروهاي برايند وBاگر افق امتداد در در امتداد افق و Bاگر برايند نيروهاي وارد بر قايق

:باشد مطلوبست 25kNبرابر  
αتعيين كشش در هر كابل براي ) الف = 45o

.حداقل باشد 2براي اينكه كشش در كابل  αزاويه ) ب
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) :حل  الف

بعد از ترسيم متوازي الاضلاع:حل به روش ترسيمي
:و اندازه گيري اضلاع متوازي الاضلع داريم

kN 31kN 18.5 21 == TT

:حل به روش مثلثاتي و استفاده از قانون سينوسها

°
=

°
=

° 105sin
kN 25

30sin45sin
21 TT

kN 12.94 kN 18.3 21 == TT

):حل  ب

هاي مختلف ،  αبا اعمال قانون مثلث و بررسي 
.بدست مي آيد 2حداقل كشش در امتداد

وقتي  2بر اساس شكل مقابل، حداقل  كشش در امتداد 
. برهمديگر عمود باشند    T2و      T1اتفاق مي افتد كه 

( ) °= 30sinkN 252T kN 12.5 2 =T

( ) °= 30coskN 251T kN 21.7 1 =T

°−°= 3090α °= 60α
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) :تکلیف منزل(تمرین 

در شكل هاي داده شده، نيروي برايند و امتداد آن 
.  را با روش  ترسيمي و مثلثاتي بدست آوريد

) :تکلیف منزل(تمرین 

نيوتن  روي دو  100برابر  Fنيروي  -1
اگر . تجزيه شده است b-bو   a-aامتداد 

طوري  تعيين كنيد كه  Pمقدار نيروي  - 2
قائم   Aبرايند دو نيروي اعمال شده به 

وαنيوتن باشد،  زاويه70برابر  aمولفه 
.را بدست آوريد bمولفه امتداد 

. برايند را نيز تعيين كنيد.باشد

P =14.73 N   ;    R= 30.2 N 32.4 Deg and  129.4 N
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های قائم یک نیرو مولفه  - مثلث قائم الزاویه    -دایره مثلثاتی 

y

x

FF
FF
×=
×=

θ
θ

sin
cos

© 2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 2 - 17

x

y

F
F

=θtan
:در مثلث قائم الزاويه

.وتر ضلعي است كه روبروي زاويه قائم قرار دارد كه بلندترين ضلع مثلث نيز مي باشد
.گويند به وتر را سينوس مي،  زاويه مقابلِ نسبت ضلع 
.گويند به وتر را كسينوس ميمجاورِ زاويه،   نسبت ضلع 
.زاويه  را تانژانت گويندمجاورِ  زاويه   به ضلع مقابلِ نسبت ضلع 

)توضیح شفاهی(بردار واحد    - مولفه های عمودی یک نیرو  

در ايـن  . ميتوان يك نيرو را به مولفه هاي عمودي تجزيه كرد
دو مثلـث قـائم   (صورت متوازي الاضلاع نيروها يك مستطيل 

اضلاع مثلث قائم الزاويه مولفه هاي نيـرو .خواهد بود)الزاويه و وز روو ي و و ز م ع
:شوند هستند كه بصورت زير تعيين مي y و xدر جهت 

θ
θ

sin
cos

×=
×=

FF
FF

y

x Fθ معلوم اندو

© 2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 2 - 18

را ميتوان بوسيله مولفه هاي قائم و به  Fنيروي 
.كمك بردارهاي يكه بصورت زير نشان داد

x yF F i F j= +
r r r
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:مثال

. كند اثر مي  Aنيوتن مطابق شكل به پيچ  800نيرويي برابر 

:مطلوبست 

تعيين مولفه هاي عمودي نيرو) الف

بيان برداري نيرو) ب

NFF
NFF

y

x

45935sin800sin
65535cos800cos

=×=×=
−=×=×−=

α
α الف: حل

ب: حل

jijFiFF yx

rrrrr
459655 +−=+=

:های قائم آنها نیروها،  با استفاده از مولفه) برایند(ترکیب 

SQPR
rrrr

++=

).Rتعيين نيروي (را تعيين كنيد  Sو  Qو  Pنيروي  3برايند 

آنها بصورت برداري زير انجام  ) تركيب(چون نيرو  بردار است، جمع 
Q:شود مي

:اگر بجاي هر نيرو، مولفه هاي قائم آن را قرار دهيم، داريم

SQPR

.  برايند، با جمع مولفه هاي نيروها  برابر استنتيجه مي شود كه مولفه هاي
:يعني
SQPR

( ) ( ) jSQPiSQP
jSiSjQiQjPiPjRiR

yyyxxx

yxyxyxyx rr

rrrrrrrr

+++++=
+++++=+

∑=

++=

xx

xxxx

FR

SQPR

∑=

++=

yy

yyyy

FR

SQPR

x

y
yx R

R
RRR 122 tan −=+= θ

:سپس براي پيدا كردن برايند نيروها و جهت آن داريم
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:تعیین برایند دو یا چند نیرو

:بنابراين براي تعيين برايند دو يا چند نيرو ميتوان به دو روش زير عمل كرد
) ترسيم بردار نيرو ها به دنبال هم(روش برداري  -1

SQPR
rrrr

++=

)استفاده از مولفه هاي قائم(روش اسكالر  -2

SQPR ++=

∑= xx FR R
∑
∑

= yy

xx

FR
x

y
yx R

R
RRR 122 tan          −=⇒+=⇒ θ

:مثال

: مطلوبست. كند اثر مي  Pسه نيرو مطابق شكل به نقطه -مثال

).اسكالر(تعيين برايند اين سه نيرو به روش مجموع مولفه هاي قائم ) الف

).برداري(تعيين برايند اين سه نيرو به روش ترسيمي) ب

الف: حل
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Vector Mechanics for Engineers: Statics
:ادامه حل

ب: حل

با ترسيم مكرر متوازي الاضلاع نيروها -1

با ترسيم چند ضلعي نيروها -2

:مثال

: مطلوبست. كند سه نيرو مطابق شكل به ياتاقان اثر مي -مثال

.تعيين برايند اين سه نيرو ) الف

.تعيين امتداد برايند) ب

NFR xx   55.2035cos15070cos12040cos80 −=−+==∑

الف: حل

NFR yy    22.25035sin15070sin12040sin80 =++==∑
∑

NRRR yx   25122.250)55.20( 2222 =+−=+=

o7.4
250.22
20.55tan       

 
tan مقابل 11 ==⇒= −− αα

مجاور
ب: حل
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:مثال

برايند . باشد نيوتن مي 725برابر  BCكشش در كابل  -مثال
بدسـت  ) به روش اسكالر(را  Bسه نيروي اعمال شده به نقطه 

. آوريد

4
13
12cos

13
5sin

=

=

β

β

ابتدا با توجه به شكل ، سينوس و كسينوس زاويه ها  )   حل
.بصورت زير تعيين مي شود

1160
840cos

1160
800sin

5
3cos

5
4sin

=

=

=

=

θ

θ

α

α

:مثال

1160
840cos        

1160
800sin         

5
3cos          

5
4sin         

13
12cos        

13
5sin ====== θθααββ

α1:تعيين مقدار و جهت برايند
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)تعادل ذره(تعادل یک نقطه مادی 

:لذا داريم. طبق قانون اول نيوتن، برايند نيروهاي وارد بر يك ذره در حال تعادل صفر است
چه موقع برايند نيروها صفر است؟

  
0        0

0        0
 -2      

 -1       

        0
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⇒=

=⇒=
⇒

⇒

⇒==

∑
∑∑

yy

xx

FR

FRFR
rr

ترسيم چند ضلعي  بسته نيروها

استفاده از  
معادلات تعادل

بنابراين  براي حل مسائل به روش تعادل ذره، بايد يك نقطه مادي را در نظر بگيريم و ابتدا  نمودار 
:يعني. آزاد نقطه را ترسيم نموده به يكي از دو روش فوق عمل كنيم

.اي را ترسيم كنيم نيروهاي وارد بر نقطه مادي را بدنبال يكديگر ترسيم كرده و چند ضلعي بسته -1

.معادلات تعادل را براي نيروهاي وارد بر نقطه مادي بنويسيم -2

Vector Mechanics for Engineers: Statics
:مثال

 ACنيوتني نشان داده شده، توسط دو كابل  736بار  -مثال
مطلوبست تعيين نيروي كششـي  .  نگه داشته شده است ABو 

.در هريك از اين دو كابل
در حل مسائل به روش تعادل به يكي از دو صورت زير عمل  )  حل

.مي شود

ترسيم نمودار آزاد - 1
ترسيم چند ضلعي بسته نيروها   - 2
COSو SINتعيين نيروهاي مجهول به كمك قوانين  - 3

:ترسيم چند ضلعي  بسته نيروها  )روش اول(

ترسيم نمودار آزاد - 1
نوشتن معادلات تعادل - 2
تعيين نيروهاي مجهول  به كمك حل اين معادلات - 3

:استفاده از معادلات تعادل  )روش دوم(
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:ادامه حل
: Aنمودار آزاد نقطه  :چند ضلعي بسته نيروها

:روابط مثلثاتي

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⇒=

⇒=

∑
∑

 0

         0

y

x

F

F

⎩
⎨
⎧

=−+
=+−

073630sin50sin
030cos50cos

ACAB

ACAB

TT
TT

⎩
⎨
⎧

=+
=

73630sin50sin) 347.1(
 347.1

ACAC

ACAB

TT
TT

⇒
⇒

⎩
⎨
⎧

=
=

NT
NT

AC

AB

 480 
 647 

:نوشتن معادلات تعادل

:حل معادلات تعادل

) :تکلیف منزل(تمرین 

.   را بدست آوريد BCو ACدر شكل هاي داده شده، نيروي كشش در كابلهاي  -2و1
)هم با ترسيم چند ضلعي نيروها  و هم با نوشتن معادلات تعادل–از روش تعادل (

(Ans) : T AC = 530 N,   T BC  = 350 N. (Ans) : T AC  = 326 lb,   T BC  = 265 lb.
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) :تکلیف منزل(تمرین 

هم با ترسيم چند ضلعي نيروها  و هم با نوشتن  (.  را بدست آوريد BCو ACكشش در كابلهاي  -4و3
)معادلات تعادل

(Ans) :   T AC  = 134.6 lb  ,   T BC  = 110.4 lb.

=300 lb

(Ans) :   T AC  = 215 N ,   T BC  = 264 N

)توضیح(  67-2مساله –)  از تعادل نقطه مادی: (مثال

باشـد،   250kgاگر جرم بـار   
را  براي هر  (T)كشش در كابل 

.حالت بدست آوريد وري ت ب ت

Ans:   (a) 1226 N.     (b) 1226 N.     (c) 817 N.    (d) 817 N.     (e) 613 N.
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)توضیح(  65-2مساله –)  از تعادل نقطه مادی: (مثال

. را تعيين كنيد Pمقدار و امتداد نيروي 

)توضیح(–)  از تعادل نقطه مادی: (مثال

و ACكشش در كابلهاي . نيوتن است 8000وزن اتوموبيل 
AB را بدست آوريد   .

:بانوشتن رابطه سينوسها داريم

==
N 8000ACAB TT
°

=
°

=
° 58sin2sin120sin

N 8170 =ABT

N 329 =ACT
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)نمایش یک نیروی فضایی(نیرو در فضا  

نيز مولفه   z، روي محور   yو  xنيروي فضايي علاوه بر مولفه هاي . آشنا شديم) اي صفحه(تا اينجا، با مسائل دو بعدي 
.اي خواهيم داشت صفر باشد يك نيروي صفحه φاگر در شكل مقابل  زاويه .  دارد

صفحه ، فضاي نيروي يك هاي مولفه تعيين مبراي تبديل اي صفحه نيروي يك به آنرا و داده عبور آن از كنيماي . كنيم اي از آن عبور داده و آنرا به يك نيروي صفحه اي تبديل ميبراي  تعيين مولفه هاي يك نيروي فضايي، صفحه

      ,       ,      ,  zyxF θθθ      ,      ,  φθyF :معلومات
zyx   ,       ,      :مجهولات FFF

:معلومات
zyx   ,       ,      :مجهولات FFF

)مولفه های یک نیروی فضایی(مولفه های قائم یک نیروی در فضا  

.بدست آوريد  zو    y و  xرا روي محورهاي   Fهاي نيروي فضايي  مولفه

:در امتداد افق و قائم Fتجزيه نيروي  - 1

yh

yy

FF

FF

θ

θ

sin

cos

=

=

:هاي قائم به مولفه  Fhتجزيه نيروي افقي   - 2

φθφ

φθφ

sinsinsin

cossincos

yhz

yhx

FFF

FFF

==

==
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:مثال
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)مولفه های یک نیروی فضایی(مولفه های قائم یک نیروی در فضا  

xx FF θcos= yy FF θcos=
zz FF θcos=

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics

12

12

y

x

yyd
xxd

−=
−=

)با معلوم بودن قدرمطلق نیرو  و  دو نقطه از راستای آن(مولفه های یک نیروی فضایی  

222

12

 

zyx

zyx

z

dddd

kdjdidd

zzd

++=

++=

−=
rrrr

dFFFF x=
⎞

⎜⎜
⎛

==
cosθضلع مجاور kFjFiFF

rrrr
++=

d
F

وتر
FFF xx

⎠
⎜⎜
⎝

cosθ

d
d

F
وتر

FFF y
yy =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

cosθضلع مجاور

d
dF

وتر
FFF z

zz =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

cosθضلع مجاور

( )kdjdid
d
FF

kFjFiFF

zyx

zyx

rrrr
++=

++

[ ]kzzjyyixx
d
FF

rrrr
)()()( 121212 −+−+−=

مثال

:مطلوبست. نيوتن است 2500برابر   ABنيروي كشش در كابل 

).   Fx , Fy,, Fz(كند  اثر مي Aمولفه هاي اين نيرو كه به پيچ ) الف

).θx, θy, , θz(zوyو   xزاويه امتداد اين نيرو نسبت به محورهاي ) ب
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:حل 
) :Bبه سمت  AB  )Aتعيين بردار 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )308040 ++−=

−+−+−=

kjiAB

kzzjyyixxAB ABABAB
rrr

rrr

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) m  3.94308040 222 =++−== ABd

[ ]kzzjyyixx
d
FF

rrrr
)()()( 121212 −+−+−=

[ ]kjiF
rrrr

308040
3.94

2500
++−=

kjiu

kji
d

AB
AB
ABu

u

AB

AB

AB

rrrr

rrrr

rr

318.0848.0424.0

3.94
30

3.94
80

3.94
40

++−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −===

=
→→

λ

kjiF
rrrr

 79521201060 ++−=

:ادامه حل

kji

kji zyx
rrr

rrrr

318.0848.0424.0

coscoscos

++−=

++= θθθλ

o

o

o

5.71)318.0(cos

0.32)848.0(cos

1.115)424.0(cos

1

1

1

==

==

=−=

−

−

−

z

y

x

θ

θ

θ
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مثال
مطلوبست تعيين . نيوتن است 450برابر   BCنيروي كشش در كابل 

.شود اعمال مي Cهاي اين نيرو كه به نقطه  مولفه

حل
مطلوبست تعيين . نيوتن است 450برابر   BCنيروي كشش در كابل 

.شود اعمال مي Cهاي اين نيرو كه به نقطه  مولفه

( ) ( ) ( )++ kjiBC
rrr( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) m  4.28.06.16.1

8.06.16.1
222 =++−==

++−=

−+−+−=

BCd

kjiBC

kzzjyyixxBC CBCBCB
rrr

[ ]kzzjyyixx
d
FF

rrrr
)()()( 121212 −+−+−=

[ ] kjikjiFC

rrrrrrr
1503003008.06.16.1

4.2
450

++−=++−=
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:مثال
گذرد  مي Bكه از حلقه بدون اصطكاك  DBEبوسيله كابل  ABCقاب 

نيوتن باشد 385اگر كشش در اين كابل برابر . نگه داشته شده است
.شودوارد ميDمطلوبست مولفه هاي نيروي كابل كه به نقطه

Ans:  240 N, -255 N, 160.0 N. 

:حل

Ans:  240 N, -255 N, 160.0 N.  قابABC  بوسيله كابلDBE  كه از حلقه بدون اصطكاكB گذرد  مي
نيوتن باشد 385اگر كشش در اين كابل برابر . نگه داشته شده است

.شودوارد ميDمطلوبست مولفه هاي نيروي كابل كه به نقطه

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

280
510

0
 D

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

600
0

480
 B

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=
=

−
320280600

-510510-0
4800-480

 DB

[ ]F

( )  770320510480 222 =+−+== BDd
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[ ]kzzjyyixx
d
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)()()( 121212 −+−+−=

[ ] kjikjiFD
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تکلیف منزل

تحت نيروي   BGكابل . متصل است ACDبه قاب  BHو  BGدو كابل 
.  نيوتني است750تحت نيروي  BHنيوتني و كابل  540كشش  

مطلوبست تعيين مقدار و جهت نيروي برايند اين دو كابل كه به نقطه
B شود وارد مي.

:مثال
مطلوبست بيان  . كيلونيوتن است 2برابر   ABنيروي كشش در كابل 

.شود وارد مي Aبرداري اين نيرو كه به نقطه 
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:حل
مطلوبست بيان  . كيلونيوتن است 2برابر   ABنيروي كشش در كابل 

.شود وارد مي Aبرداري اين نيرو كه به نقطه 

⎪
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⎪
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 3.11.05.0)2.1( 222 =++−== ABd
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)()()( 121212 −+−+−=

[ ] kjikjiFAB

rrrrrrr
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:مثال

kN.m    19.239.474.2 kjiM o

rrrv
++−=
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:مثال
مطلوبست بيان  . استنيوتن  516برابر   ADنيروي كشش در كابل 

.شود وارد مي Aبرداري اين نيرو كه به نقطه 

N    216360300 kjiFAD
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) :ادامه(دو بردار ) نقطه ای(ضرب داخلی 

معلوم باشد، حاصلضرب داخلي اين دو  Bو  Aاگر مولفه هاي بردارهاي  
:شود بردار چگونه محاسبه مي

( ) ( ) zzyyxxzyxzyx BABABAkBjBiBkAjAiABA ++=++•++=•
rrrrrrrr

kAjAiAA zyx

rrrr
++=

kBjBiBB zyx

rrrr
++=

:زير  است) اسكالر(بنابراين  حاصل ضرب داخلي،  دو بردار،   عبارتي عددي 

zzyyxx BABABABA ++=•
rr

:کاربرد ضرب داخلی

:تعيين زاويه بين دو بردار) الف

 
  

cos         
cos  

BA
BABABA

BA
BA

BABABABA

BABA zzyyxx

zzyyxx

++
=

•
=⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=•

=•
rr

rr

rr

θ
θ

θcosFFOL =

:يك بردار  بر روي يك امتداد) مولفه(تصوير ) ب

θθ coscos1 FFuF OL =××=•
rr

OLOL uFF rr
•=

بر روي يك امتداد دلخواه؛  بايد بردار  را در بردار يكه )  بردار(بنابراين  براي تعيين تصوير يك نيرو 
.امتداد ضرب داخلي نماييم
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:ضرب خارجی دو بردار

:  طبق تعريف

يعني؛. باشد مي C، بردار  Bدر بردار  Aحاصلضرب  خارجي بردار 
CBA
rrr

=×

بردار حاصلضرب برابر است با؛)مقدار(قدرمطلق  -1
θsin    BAC =

.  شود عمود است تشكيل مي Bو  Aاي كه توسط دو بردار  بر صفحه Cامتداد بردار  -2

هرگاه . شود توسط انگشت شصت دست راست تعيين مي Cجهت بردار  - 3
  Bخواهد بر بردار  كه مي Aانگشتان دست راست در جهت دوران بردار 

بردار جهت انگشتشصت گيرد، قرار شود ميCمنطبق نشان .دهدرا .  دهدرا نشان ميCمنطبق شود قرار گيرد، انگشت شصت جهت بردار

چگونه است؟) در همديگر(به نظر شما حاصلضرب خارجي بردارهاي يكه 

):ادامه(ضرب خارجی دو بردار 

:ضرب خارجي بردارهاي يكه 

000 =×=×=× kkjjii
rrrrrr

kji
rrr

=× kij
rrr

−=×

:حاصل ضرب خارجي،  دو بردار يكه  همنام 

0
0

0

=×=×−=×
−=×=×=×

=×−=×=×

kkikjjki
ijkjjkji

jikkijii

rrrrvrrr

rrrrrrrr

rrrrrrrr
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) :ادامه(دو بردار ) برداری(ضرب خارجی 

معلوم باشد، حاصلضرب خارجي اين دو  Bو  Aاگر مولفه هاي بردارهاي  
:شود بردار چگونه محاسبه مي

( ) ( ) ( ) ( )
( )

jBABAiBABAkBjBiBkAjAiABA zxxzyzzyzyxzyx
r

rrrrrrrrrr
−+−=++×++=×

kAjAiAA zyx

rrrr
++=

kBjBiBB zyx

rrrr
++=

( )kBABA xyyx

r
−+

zyx

zyx

BBB
AAA
kji

BA

rrr

rr
=× =×QP

rr

:روابط پیش گفته

 :بردارها قائميمولفه ها

 :بردارهاضرب

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
37



1434/11/28

6

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:در صفحه نيرويكگشتاور 

 .آوريدبدست  Oنقطهحولرا Fنيرويگشتاور

:حل
گشتاور تعريف به توجه عمودي(با فاصله ضربدر )نيرو

dFMO  =

θsin   rFdFMO ==

) نيرو ضربدر فاصله عمودي(با توجه به تعريف گشتاور
:داريم 

:داريم ) مثلث قائم الزاويه(با توجه به شكل 

FrMO

rrr
×=

θsin FrFrMO =×=
rrr

توان گشتاور  را  اينچنينبنابراين از طريق ضرب برداري مي
:بدست آورد

:گشتاور) اندازه(مقدار 

):ادامه(در صفحه  نيرويكگشتاور 

آيـد   گشتاوري كه از طريق ضرب برداري بدست مـي 
توان با اسـتفاده از   بنابراين مي. يك بردار خواهد بود

FrM OAO

rrr
×=

هاي اين بردار؛  مقدار ، امتداد و جهت گشـتاور مولفه
را براحتـي  ) يعني مقدار گشتاور و جهت چرخش آن(

.تعيين نمود

kMjMiMM zyxO

rrrr
++=

اگر انگشت شصت دست راسـت را در جهـت بـردار     
دسـت  (گشتاور  قرار دهـيم، چهـار انگشـت ديگـر     

.جهت چرخش را نشان خواهد داد) راست
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:گشتاور يك نيرو در فضا

 .آوريدبدست Oنقطهحولرا Fفضاي  نيرويگشتاور

:حل
نيروي1) ازFبردار نقطه دو مختصات و آن مطلق قدر توسط توسط قدر مطلق آن و مختصات دو نقطه ازFبردار نيروي1)

.شود راستاي آن تعيين مي
به يك نقطه معلوم از امتداد نيرو وصل كرده  بردار  Oاز نقطه 2)

.كنيم را تعيين ميrمكاني 
:سپس  از ضرب برداري بردار مكاني در بردار نيرو داريم3)

zyx

zyxOAO

FFF
rrr
kji

FrM

rrr

rrr
=×=

 .آوريدبدست Aنقطهحولرا Fفضاي  نيرويگشتاور

:مثال
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 .آوريدبدست Aنقطهحولرا Fفضاي  نيرويگشتاور

:حل

:حل
.Fتعيين بردار نيروي1)
.rتعيين بردار مكاني 2)
.Fدر  rضرب خارجي 3)

jFiFjFiFF yx

rrrrr
  sin  cos θθ +−=+=

jiF
rrr

600008 +−=
r

jikzzjyyixxr ABABABAB

rrrrrr 180120)()()( +−=−+−+−=

FrM ABA

rrr
×=

( ) kk
kji

FrM ABA

rr

rrr

rrr
72000800180600120

0600800
0180120 =×+×−=

−
−=×=

:مثال

FrFrFrM
rrrrrrr

×=×=×=

توان از هر يك از   براي ساده شدن عمل ضرب مي: نكته
:يعني. بردار مكاني ها استفاده كرد

jiF
rrr

600008 +−=

kji
rrr

jrir ACAD

rrrr 90              120 ==

FrFrFrM ADACABA ×=×=×=

( ) kk
j

FrM ADA

rrrrr
72000600120

0600800
00120 =×=

−
=×=

( ) kk
kji

FrM ACA

rr

rrr

rrr
7200080090

0600800
0900 =−×−=

−
=×=
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 .آوريدبدست Cنقطهحولرا Fفضاي  نيرويگشتاور) الف

چقدر است؟ Cو نقطه  Fفاصله عمودي  بين امتداد نيرو ) ب

:مثال

) :حل الف

) :حل ب

:مثال
:مطلوبست. مي باشد 2kNبرابر  ABنيروي كشش در كابل 

.وارد مي شود Aبيان برداري اين نيرو كه به نقطه ) الف
.Oنقطه نيروي  حول اين تعيين گشتاور ) ب

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

0.3
0

1.2
 A

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

0.4
0.5
0

 B

[ ] kjikjiFAB

rrrrrrr
153.0767.084.11.05.02.1

3.1
2

++−=++−=

kji
rrr

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

−
0.10.3-0.4

0.50-0.5
-1.21.2-0

 AB

© 2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 
3- 18

153.0767.084.1
4.05.00

−
=×=

kji
FrM ABOBo

rrr

[kN.m]     92.0 736.0 23.0 kjiMO

rrrr
+−−=

[N.m]     920 736 230 kjiMO

rrrr
+−−=
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:مثال

.   باشد 200Nبرابر  CDاگر كشش در كابل 
وارد  Cكابل كه به نقطه  نيرويگشتاور

 .آوريدبدستAحولراشود  مي

:حل

kirrr ACAC

rrrrr 08.03.0 +=−=

FrM ACA

rrr
×=

kji

kji

r
rFF
CD

CD

rrr

rrr

rrr

12869120
 5.0

32.00.243.0200

200

−+−=

−+−
=

== λ

© 2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 3 - 20

12896120
08.003.0

−−
=

kji
M A

rrr

r

mN    8.828.82 68.7 ⋅++−= kjiM A

rrrv
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:گشتاور یک نیرو حول یک  محور 
.تعيين كنيد BLرا حول محور   Fنيروي  گشتاور

:حل
را حول يك   Fبراي اين منظور ابتدا گشتاور نيروي 

تعيـين  ) Cيا  Bنقطه (نقطه دلخواه از امتداد  محور 
.كنيم كرده و سپس آنرا در امتداد محور تصوير مي

( )                  FrMM BABBL

rrrrr
×•=•= λλ ( )FrMM CACBL

rrrrr
×•=•= λλيا

:مثال
:مطلوبست. مي باشد 100Nبرابر  BDكشش در كابل 

.وارد مي شود Bبيان برداري اين نيرو كه به نقطه ) الف
.Aنقطه نيروي  حول اين تعيين گشتاور ) ب

ا) گش لات ACن .ACمحورنيروي  حولاينتعيين گشتاور ) ج

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

6
0

4.5
 B

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

3
5
0
 D

( ) kjikjiFBD

rrrrrrr
 73.40 8.67 61355.4

365.7
100

−+−=−+−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

−
3-6-3
50-5
-4.54.5-0

 BD

© 2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 2 - 22

73.408.6761
005.4

−−
=×=

kji
FrM BDABA

rrr

rrr [N.m]     46.305 28.183 kjM A

rrr
+−=

)
65.4

65.4() 46.305 28.183(
22 +

−
•+−=•=

kikjuMM ACAAC

rr
rrrr

N.m  37.244
5.7

646.305
−=

×−
=•= ACAAC uMM rr
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:تکلیف منزل

. مي باشد 660Nبرابر BCدر كابل و  555Nبرابر ABكشش در كابل 
:مطلوبست

.وارد مي شوند Bبيان برداري اين نيروها كه به نقطه ) الف
ا) گش Oنقطلاناات .Oنقطهحولهانيرواينبرايند تعيين گشتاور) ب

kjiFAB

rrrr
 360 420 45 +−−=

kjiFBC

rrrr
 80 560 340 +−=

kiMO

rrr
 2065 3080 −=

:قضیه وارینون
گشتاور يك نيرو حول يك نقطه  برابر است با گشتاور مولفه هاي 

.آن نيرو حول همان نقطه

( ) L
rrrr

L
rrrrrr

+×+×=++×=×= 2121 FrFrFFrRrMO

L
rrr
++= 21 FFR

L
rrr

++= 21 MMMO
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:مثال
گشتاور اين نيرو را حول . شود وارد مي Aبه نقطه  P=8Nنيروي 

.بدست آوريدBنقطه 

2.055.0 ×−×−= yxB FFM

N.m   664.42.025sin855.025cos8 −=×−×−= oo
BM

:مثال

به گشتاور  ،CDبراي چرخش ميله 
960N.m  حول نقطهD  نياز اسـت  .
اABك چقدر بايـدABنيروي كشش در

.باشد

29160875.0tan ==α

N  5.1224
784.0960      

784.0sin8.2
27.16

2916.0
2.08.2

tan

=
×=⇒=

==
=

+

AB

ABAB

F
FdFM

d α
α

α

o
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:گشتاور زوج نیرو 

):كوپل(تعريف زوج نيرو 
دو نيرو با امتداد مساوي و قدر مطلق مساوي و مختلف الجهت را 

.نامند زوج نيرو مي

dFM ×= Couple

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
)سیستم کوپل نیروی معادل(انتقال نیرو به موازات خود 

به نقطه ) به موازات خود(اثر كرده است  Aرا كه به نقطه  Fنيروي 
O انتقال دهيد  .

:نتيجه

FrM OAO

rrr
×=

،  گشتاور آن هم به نقطه  Oبه نقطه   Fبا انتقال نيروي 
O يابد انتقال مي  .

نيز   Oبه نتيجه حاصله، سيستم كوپل نيروي در نقطه 
.گويند مي
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:مثال

:مطلوبست. است T=560Nكشش در كابل 
.Aسيستم كوپل نيروي معادل در نقطه ) الف
.Bسيستم كوپل نيروي معادل در نقطه) ب ر ل روي وپل م

:حل

N.m  7.77211850sin =×= oTM A

:تبدیل سیستم نیروها به یک نیروی معادل
.كنيم تبديل مي) Mو  R(ابتدا  سيستم نيروهاي غير متقارب را به يك سيستم كوپل نيروي معادل  -1

با انتقال هر نيرو گشتاور آن نيز منتقل . كنيم منتقل مي oبراي اين منظور هريك از نيروها را به نقطه 
.آيد بدست مي  Rاز برايند نيروها .  سازد را مي Mمجموع اين گشتاورها . شود مي

∑= FR
rr

( )∑ ×= FrM R
O

rrr
)1(

)2(

، سيستم  Rبا جابجايي نيروي  -2
.آيد تك نيروي معادل بدست مي
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:تبدیل سیستم نیروها به یک نیروی معادل
.آيد در جهت افق  و  يا  در جهت قائم  بصورت زير بدست مي Rمقدار جابجايي نيروي  -2

y

R
O

R
Mx =∆

x

R
O

R
My =∆

:مثال
.را بدست آوريد Aنيروي معادل در  كوپلسيستم ) الف
.را بدست آوريد Bنيروي معادل در  كوپلسيستم ) ب
:  حل:حل

).R( كنيم مينيروها را تعيين  برايندابتدا 
).M( آوريم ميبدست  Aرا حول  برايندسپس كوپل 

NFR y 600250100600150 −=−+−==∑
2508.41008.26006.1 ×−×+×−=×=∑ dFM R

A

mNdFM R
A .  1880−=×=∑
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:ادامه حل

NR 600−=

mNM R
A .  1880−=

):حل الف

):حل ب

mN100028801880
6008.41880

⋅=+−=
×+−=

×+= RrMM R
A

R
B

rrrr

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:تکلیف منزل

دو نيروي موازي مطابق شـكل بـه اهـرم وارد    
مطلوبست تعيين گشتاور اين زوج . شود مي

):كوپل(نيرو 
ه)الف مولف به وها ن از يك ه تجزيه ايبا ه هـايبا تجزيه هريك از نيروها به مولفـه) الف

قائم و افقي و سپس جمع گشتاور دو كوپـل  
.حاصل

.با استفاده از فاصله عمودي بين دو نيرو) ب
با جمع گشتاور هر يك از دو نيـرو، حـول   ) ج

. Aنقطه 
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:مثال
 ABCسه نيروي مطابق شكل به ميلـه   

:مطلوبست . شود وارد مي
سيستم كوپـل نيـروي معـادل در    ) الف

.Bنقطه Bنقطه
تك نيروي معادل با سيسـتم كوپـل   ) ب

نيروي بدست آمده در قسمت الـف را  
تعيين كرده  و نقطه اثر آن را بدسـت  

.آوريد

:حل
):حل الف

=BR Bبرايند نيروها انتقال يافته به نقطه 
in  778.6570sin70 == od

lb.in  4903055cos4820

  48

−=×+×−==

=

∑ odMM

lbR

B

B

=BM مجموع گشتاورهاي انتقال يافتـه بـه
Bنقطه 

)جواب الف
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):ادامه(حل 

):حل ب

2.10490
=== inMd

ا

d
in  8.17'
35sin'

 2.10
48

=
=

d
dd

in
R

d

in  8.17'
490'55cos48

=
=×

d
do

:يا

:مثال
. سه نيرو و يك گشتاور مطـابق شـكل بـه جسـم اعمـال شـده اسـت       

:مطلوبست
.Aسيستم كوپل نيروي معادل در نقطه ) الف
تعيـين   ABاي روي امتـداد   سيستم تك نيروي معـادل را در نقطـه  ) ب

د .كنيدكن
انتقال  Aابتدا تمام نيروها را به نقطه ): حل الف

در (سپس برايند نيروها  و گشتاورها را  . دهيم مي
.كنيم تعيين مي) Aنقطه 

∑ −=+−== N 5.2760cos2540 o
xx FR

∑ =+−== N 65.1160sin2510 o
yy FR

N  29.8665.115.27 22 =+=+= yx RRR

o23)
5.27

65.11(tan 1 == −α

∑ =×−×+== N.mm 198804012060sin25800 oMMA

mm  17
65.11

198            ==⇒= xMM OA
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4
تعادل اجسام صلب

: سرفصل مطالب و مسائل فصل چهارم

تعادل اجسام صلب: فصل چهارم
نمودار آزاد اجسام -1
بعدي-2 سه و دوبعدي مسائل در تعادل معادلات معادلات تعادل در مسائل دوبعدي و سه بعدي2
انواع تكيه گاه - 3
تعيين عكس العمل تكيه گاهي - 4
تعادل اجسام دو نيرويي و سه نيرويي - 5
تعيين نيرو و گشتاور در  قاب هاي ساده - 6
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:تعادل اجسام صلب

):در فضا(معادلات تعادل  اجسام صلب  -1

⎪
⎨

⎧

=
=

⇒= ∑
∑

∑ 0
0

     0 y

x

F
F

F
rتعادل حركتي

⎪
⎩

⎨
=∑

∑∑
0z

y

F
ي ر ل

تعادل چرخشي
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇒=

∑
∑
∑

∑
0
0
0

       0

z

y

x

o

M
M
M

M
r

):در صفحه(معادلات تعادل  اجسام صلب - 2 ب2 م ج )ر(ل

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

⇒=
∑
∑∑ 0

0
       0

y

x

F
F

F
rتعادل حركتي

تعادل چرخشي ∑∑ =⇒= 0       0 zo MM
r

:تعادل اجسام صلب

:حل مسائل استاتيك با روش تعادل   -3

نمـودار آزاد  . شود براي حل مسائل استاتيك به روش تعادل، ابتدا نمودار آزاد جسم صلب ترسيم مي
و  خـارجي اعم از نيروها و گشتاورهاي (اعمالي به جسم  گشتاورهايو نيروها نموداري است كه همه 

هـا را   گـاه  براي نشان دادن نيرو و گشتاور تكيه گاهي بايـد انـواع تكيـه   .  را  نشان دهد) گاهي تكيه
.بشناسيم

:كنيم براي حل مسائل استاتيك به روش تعادل، به ترتيب زير عمل مي
مترسيم نمودار آزاد جسم -1 ج ز ر و يم ر
نوشتن معادلات تعادل -2
حل معادلات تعادل -3
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:گاه انواع تکیه
::گاههاگاهها  انواع تكيهانواع تكيه

گاه غلطكي، گاه غلطكي،   تكيهتكيه  --11
يك يك ((اي و لغزان اي و لغزان   ميلهميله

))مجهوليمجهولي))لل

گاه مفصلي يا پيني  گاه مفصلي يا پيني    تكيهتكيه  --22
))دو مجهوليدو مجهولي((

سه سه ((گاه گيردار گاه گيردار   تكيهتكيه  --33

© 2010The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 2 - 5

))مجهوليمجهولي

:گاه انواع تکیه
::گاههاگاهها  انواع تكيهانواع تكيه

گاه غلطكي، گاه غلطكي،   تكيهتكيه  --11
يك يك ((اي و لغزان اي و لغزان   ميلهميله

))مجهوليمجهولي))لل

گاه مفصلي يا پيني  گاه مفصلي يا پيني    تكيهتكيه  --22
))دو مجهوليدو مجهولي((

سه سه ((گاه گيردار گاه گيردار   تكيهتكيه  --33
))مجهوليمجهولي
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4

:مثال
تعيـين عكـس   : در تير تحت بار مقابل مطلوبست

.Bو  Aگاهي در  العمل تكيه
:حل

ترسيم نمودار آزاد جسم -1
نوشتن معادلات تعادل -2
حل معادلات تعادل -3

:مثال

كيلوگرم است و مركز  1000سازه مقابل داراي جرم 
 2400با اعمال بار . قرار دارد Gجرم آن در نقطه 

:كيلوگرم به آن مطلوبست
ه)الف تك ل الع دعك Bگاه .Bگاهي درعكس العمل تكيه) الف
.Aگاهي در  عكس العمل تكيه) ب

kN  81.9N  981081.91000 ==×=W
:حل

ترسيم نمودار آزاد جسم -1
kN 5.23N  2350081.92400 ==×=F نوشتن معادلات تعادل -2

حل معادلات تعادل -3
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:حل

( ) ( )
( ) 065.23

281.95.1:0
=−

−+=∑ BM A

kN1107+=B kN1.107+=B

0:0 =+=∑ BAF xx
kN1.107−=xA

05.2381.9:0 =−−=∑ yy AF
kN 3.33+=yA

:مثال
قاب مقابل نيروهاي سقف يك ساختمان كوچك را  قاب مقابل نيروهاي سقف يك ساختمان كوچك را  

 kN 150كشـش در كابـل برابـر    .  كند تحمل مي
را تعيـين   Eعكس العمل در انتهـاي ثابـت   . است
.كنيد
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:حل مثال 

0150
5.7
5.4

0cos150:0

=×+

=+=∑
x

xx

E

EF α

kN 0.90−=xE

( ) ( ) 0150
5.7

6204:0 =−−=∑ yy EF

kN 200+=yE

∑ = :0EM

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 05.4150
5.7

68.1206.3204.5207.220 =+−++++ EM

mkN0.180 ⋅=EM

:تعادل جسم دو نیرویی

.دو نيرو قرار گرفته و در حال تعادل باشد، عضو دو نيرويي است) فقط(اگر عضوي تحت اثر 
. كه امتداد نيروها؛ خط واصـل دو نقطـه اثـر اسـت     دهد  گشتاورگيري حول نقاط اثر نيرو، نتيجه مي
. اند شود كه اين دو نيرو با هم مساوي و مختلف الجهت همچنين با نوشتن معادله نيروها مشخص مي

21 FF =
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:تعادل جسم سه نیرویی

.سه نيرو قرار گرفته و در حال تعادل باشد، عضو سه نيرويي است) فقط(اگر عضوي تحت اثر 
:دهد كه در عضو سه نيرويي  تعادل چرخشي و حركتي نتيجه مي

.گذرد مي) مشترك(امتداد سه نيرو از يك نقطه واحد  -1
ا2 ل ك ل .چند ضلعي نيرو يك مثلث است  -2

)1( )2(

:مثال

 :در بارگذاري نشان داده شده، مطلوبست

. Dو  Aي در گاهعكس العمل  تكيه 
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:مثال

در بارگذاري نشان داده شده، مطلوبست  
. Dو  Cي در گاهعكس العمل  تكيه تعيين 

تعيين  در بارگذاري نشان داده شده، مطلوبست 
عكس العمل  تكيه  و  BECنيروي كشش در كابل 

).بدون اصطكاك است Eقرقره ( Aي در گاه
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:تکلیف منزل

 .است 720Nبرابر  ABميله كشش در  
:مطلوبست

.DEميله تعيين نيروي) الف
. Cي در گاهعكس العمل  تكيه ) ب

:مطلوبست
.ABكشش در كابل ) الف
. Cي در گاهعكس العمل  تكيه ) ب

:مثال

:براي ميله تحت بار مقابل مطلوبست
.ADكشش در كابل ) الف
. Cعكس العمل  تكيه گاهي در ) ب
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:مثال
Determine the reactions at B and D when b = 60 mm. :براي تير بارگذاري شده مقابل مطلوبست

.  BCكشش در كابل ) الف
. Aي در گاهعكس العمل  تكيه ) ب

:مثال
متر را مطابق شكل  4كيلوگرمي به طول  10شخصي يك ستون 

:مطلوبست. نگه داشته است
.  كشش در كابل) الف
.Aي درگاهعكس العمل  تكيه) ب

( )

( )
( )

636.1
414.1
313.2tan

m 2.313m 515.0828.2

m 515.020tanm 414.1)2045cot(

m 414.1

m828.245cosm445cos

2
1

===

=−=−=

==+=

===

===

AE
CE

BDBFCE

CDBD

AFAECD

ABAF

α o6.58=α

ooo 38.6sin
N1.98

110sin4.31sin
==

RT
N 8.147

N9.81

=

=

R

T
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5
:نیروهای گسترده

گا ان گ مرکز جرم و گرانیگاهک

:  سرفصل مطالب و مسائل فصل پنجم

مركز هندسي، گشتاور اول سطح و نيروهاي گسترده: فصل پنجم
)مركز ثقل(مركز جرم  -1
سطوح-2 هندس مركز مركز هندسي سطوح-2
گشتاور اول سطح - 3
)تبديل نيروي گسترده به متمركز(نيروهاي گسترده روي تيرها  - 4
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:مرکز ثقل  یک جسم

.مركز ثقل  يك جسم و موقعيت آن

نيروي وزن اجسام به يك نقطه به نام مركز ثقل
:كنداثر مي)Gنقطه (جسم 

مطابق قضيه وارينيون، گشتاور يك نيرو با 
:   يعني. گشتاور مولفه هاي آن نيرو برابر است

نهايتا موقعيت مركز جرم اجسام بصورت زير 
:قابل تعيين است

:مرکز ثقل  یک صفحه

.را بدست آوريد)  tو ضخامت  Aداراي مساحت (موقعيت مركز ثقل  و مركز سطح صفحه نشان داده شده 

y
:حل

تعيين :ابتدا y     ابتدا تعيين :

W

dWy
y

W
Wy

yWyWyM x
∫∑∑∑ =⇒

∆
=⇒∆=⇒

 
        

 
                   :

تقسيم  W∆را به چندين جز  Wاگر وزن كل 
:كنيم، خواهيم داشت

A

dAy
y

A
Ay

y ∫∑ =⇒
∆

=
 

        
      ⇒== gtAgVW ρρ

:  شود  نهايتا براي مركز سطح، نتيجه مي

     and    
A

xdA
x

A

ydA
y ∫∫ ==
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:مثال

.موقعيت مركز سطح مثلث نشان داده شده را بدست آوريد

xdxhydxdA

x
b
hy

b
h

x
y

==

=⇒=         

xdx
b

ydxdA

33

2

0

3
2 hbx

b
hdxx

b
hxdAAx

b

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=== ∫ ∫

bxbhA
3
2           

2
=⇒=

:تعیین مرکز سطح با انتگرالگیری

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
64



1434/11/29

4

):تعیین مرکز هندسی ربع دایره با انتگرالگیریی(مثال 

π

[ ]
3

sin
3

 cos
32

1cos
3
2 32

0

33
2 rrdrdrrdAxAx el ===×== ∫ ∫∫

π

θθθθθ

π
π

3
4               

34

32 rxrrx =⇒=

:مرکز ثقل  یک صفحه

.موقعيت  مركز سطح  براي سطوح مركب

n

 k  AgtAgVW === ρρ

) شناخته شده(سطح معلومnبهAاگر مساحت كل 
:قابل تقسيم باشد، خواهيم داشت

 1

A

Ay
y

n

i
ii∑

==

  1

A

Ax
x

n

i
ii∑

==
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:گشتاور اول سطح

 yو   xگشتاور اول سطح نسبت به محور 
:شود بصورت زير تعريف مي

∫∑

∫∑

===

===

=

=

xdAAxAxQ

ydAAyAyQ

iiy

iix

n

1i

n

1i

 

 

:  توان روابط زيرا نيز نوشت بنابراين براي مركز سطح، مي

         and         11

A
Q

A

Ax
x

A
Q

A

Ay
y y

n

i
ii

x

n

i
ii

====
∑∑

==

:گشتاور اول سطح

براي سطوحي كه داراي محور تقارن (گشتاور اول سطح، 
:براي مثال. نسبت به محورهاي تقارن صفر است)  هستند
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:مرکز هندسی سطوح متعارف

):ادامه(مرکز هندسی سطوح متعارف 
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:مرکز هندسی قوسهای متعارف

:مثال

.موقعيت  مركز سطح  را براي سطح داده شده بدست آوريد
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:مثال

.داده شده بدست آوريدبراي سطح موقعيت  مركز سطح  و گشتاور اول سطح را 

:حل

33

33

mm107.757

mm102.506

×+=

×+=

y

x

Q

Q
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):ادامه(حل 

23

33

mm1013.828
mm107.757

×

×+
==

∑
∑

A
AxX

mm8.54=X

23

33

mm1013.828
mm102.506

×

×+
==

∑
∑

A
AyY

636Y mm6.36=Y

:مثال

.داده شده بدست آوريدبراي سطح موقعيت  مركز سطح  و گشتاور اول سطح را 
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:ادامه حل

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:تکلیف منزل

.موقعيت  مركز سطح  و گشتاور اول سطح را براي سطوح داده شده بدست آوريد
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:  1گلدینوس  –قضایای  پاپوس 

خط، ضربدر جابجايي مركز خط طول) = يا منحني(حاصل از دوران يك خط  سطح

  2 LyA π=

:مثال

.بدست آوريد)  با معلوم بودن سطح خارجي كره(دايره را براساس قضيه پاپوس موقعيت مركز نيم قوس 

.بدست آوريد  yنشان داده شده را حول محور قوس دايره دوران ربع مساحت حاصل از 
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:  2گلدینوس –قضایای  پاپوس 

  2 AyV π=
سطح ، ضربدر جابجايي مركز سطح مساحت= حاصل از دوران يك سطح  حجم

.بدست آوريد)  با معلوم بودن حجم  كره(مركز هندسي سطح نيم دايره را : مثال

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:مثال

.تعيين كنيد zرا حول محور  aمساحت خارجي و حجم بدست آمده از دوران دايره اي به شعاع : مثال
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:تکلیف منزل

ميليمتر مطابق شكل ساخته   1محفظه يك لامپ  از ورق آلومينيومي به ضخامت 
. جرم محفظه را تعيين كنيد. است  kg/m3 2800چگالي آلومينيوم . شده است

m =0.0305 kg

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
Sample Problem 5.7

SOLUTION:

• Apply the theorem of Pappus-Guldinus 
to evaluate the volumes or revolution 
f th t l i ti d th

The outside diameter of a pulley is 0.8 
m, and the cross section of its rim is as 
shown. Knowing that the pulley is

for the rectangular rim section and the 
inner cutout section.

• Multiply by density and acceleration 
to get the mass and acceleration.

shown.  Knowing that the pulley is 
made of steel and that the density of 
steel is 
determine the mass and weight of the 
rim.

33 mkg 1085.7 ×=ρ
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
Sample Problem 5.7
SOLUTION:

• Apply the theorem of Pappus-Guldinus 
to evaluate the volumes or revolution for 
the rectangular rim section and the innerthe rectangular rim section and the inner 
cutout section.

• Multiply by density and acceleration to 
get the mass and acceleration.

( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛××== − 3393633 mmm10mm1065.7mkg1085.7Vm ρ kg 0.60=m

( )( )2sm 81.9kg 0.60== mgW N 589=W

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:بارهای گسترده
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:بارهای گسترده روی تیرها

∫∫ === AdAdxwW
L

0

 

( )

( ) AxdAxAOP

dWxWOP
L

==

=

∫

∫

0

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:مثال

.بدست آوريد B و Aعكس العمل تكيه گاهي را در 
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:حل

( ) ( )( ) ( )( ) 045.1325.4 6:0 =−−=∑ yA BM

kN 5.10=yB

05.105.135.4:0 =+−−=∑ yy AF

kN 5.7=yA

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:مثال

.بدست آوريد B و Aعكس العمل تكيه گاهي را در 

ω0 = 150 lb/ft
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:تکلیف منزل

.بدست آوريد B و Aعكس العمل تكيه گاهي را در 
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6
ها سازهتحلیل 

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:  سرفصل مطالب و مسائل فصل ششم برای حل

)خرپا(تحليل سازه : فصل ششم

خرپاتعريف  -1
)روش گره(به روش تعادل مفصل  خرپاتحليل  - 2
)روش مقاطع(به روش برش  خرپاتحليل  -3
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:تعریف خرپا

از تعدادي عضو  خرپاها. شوند ميتحمل بار طراحي ها براي ها مثل تير  خرپا: خرپاتعريف 
.شوند ميكه توسط نقاط انتهايي شان به يكديگر متصل  شوند ميمستقيم تشكيل  دونيرويي

عضو دونيرويي تحت 
كشش يا فشار

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:انواع خرپا
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:تحلیل خرپا

:خرپاتحليل 

.   شود ميتعيين )  خرپابررسي تعادل كل (، با استفاده از روش تعادلخرپاهادرگاهي تكيهنيروي  لرپريييروي روش ز ل(ب ل ي وييين)رپبرر

، از روش تعادل مفصل و تعادل مقطع استفاده خرپااز  هرعضوهمچنين براي تعيين نيروي داخلي 

:از دو روش زير استفاده مي شود خرپالذا براي تحليل . گردد مي

)روش گره(به روش تعادل مفصل  خرپاتحليل  -1

ل2 ل ات شخ )قاطش(ش )مقاطعروش(به روش برشخرپاتحليل  - 2

:روش تعادل مفصل برای حل مسائل خرپا

)روش گره(به روش تعادل مفصل  خرپاتحليل  -1
، با بررسي تعادل هر مفصل، نيرو در گاهي تكيه العملدر اين روش بعد از تعيين نيروي عكس 

لا ف آ گط .گرددميمرتبط به آن مفصل تعيين عضوهاي

تعيين عكس العمل تكيه گاهي بررسي تعادل هر مفصل و 
تعيين نيروي داخلي اعضا
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}یادآوری فصل دوم{)  تعادل ذره(تعادل یک نقطه مادی 

:لذا داريم. طبق قانون اول نيوتن، برايند نيروهاي وارد بر يك ذره در حال تعادل صفر است

⎪
⎧

  

0        0

0        0
 -2      

 -1       
        0

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⇒=

=⇒=
⇒

⇒
⇒==

∑
∑

∑

yy

xx

FR

FR

FR
rr

ترسيم چند ضلعي  بسته نيروها

بنابراين  براي حل مسائل به روش تعادل ذره، بايد يك نقطه مادي را در نظر بگيريم و ابتدا  نمودار 
:يعني. آزاد نقطه را ترسيم نموده به يكي از دو روش فوق عمل كنيم

.اي را ترسيم كنيم نيروهاي وارد بر نقطه مادي را بدنبال يكديگر ترسيم كرده و چند ضلعي بسته -1

.معادلات تعادل را براي نيروهاي وارد بر نقطه مادي بنويسيم -2

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
}یادآوری فصل دوم{:  مثال تعادل یک نقطه مادی 

 ACنيوتني نشان داده شده، توسط دو كابل  736بار  -مثال
مطلوبست تعيين نيروي كششـي  .  نگه داشته شده است ABو 

.در هريك از اين دو كابل

در حل مسائل به روش تعادل به يكي از دو صورت زير عمل  )  حل
.مي شود

ترسيم نمودار آزاد - 1
ترسيم چند ضلعي بسته نيروها   - 2
)COSو   SIN(تعيين نيروهاي مجهول به كمك روابط مثلثاتي   - 3

يا
ترسيم نمودار آزاد - 1
نوشتن معادلات تعادل - 2
تعيين نيروهاي مجهول  به كمك حل اين معادلات - 3
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
}یادآوری فصل دوم{:  مثال تعادل یک نقطه مادی 

: Aنمودار آزاد نقطه  :چند ضلعي بسته نيروها

:روابط مثلثاتي

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⇒=

⇒=

∑
∑

 0

         0

y

x

F

F

⎩
⎨
⎧

=−+
=+−

073630sin50sin
030cos50cos

ACAB

ACAB

TT
TT

⎩
⎨
⎧

=+
=

73630sin50sin) 347.1(
 347.1

ACAC

ACAB

TT
TT

⇒
⇒

⎩
⎨
⎧

=
=

NT
NT

AC

AB

 480 
 647 

:نوشتن معادلات تعادل

:حل معادلات تعادل

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:مثال تعادل مفصل در خرپا
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:1مثال 

.  ، نيروي داخلي هر عضو را تعيين كنيد)تعادل مفصل(بر اساس روش مفصل 

Bبررسي تعادل گره 

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:1مثال 

Cبررسي تعادل گره 

Aبررسي تعادل گره 
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:2مثال 

.  ، نيروي داخلي هر عضو را تعيين كنيد)تعادل مفصل(بر اساس روش مفصل 

پا خ آزاد دا نمودار آزاد خرپان

:1حل مثال 

:Aبررسي تعادل مفصل 

© 2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 6 - 14

:Bبررسي تعادل مفصل 
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:1حل مثال 

:Cبررسي تعادل مفصل 

© 2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 6 - 15

:Eبررسي تعادل مفصل 

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
: 2مثال 

.  ، نيروي داخلي هر عضو را تعيين كنيد)تعادل مفصل(بر اساس روش مفصل 
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:  2حل مثال 

:حل
، عكس  خرپاابتدا  با بررسي تعادل كل 

ل تال گا شتك .شودميتكيه گاهي تعيين العمل

( )( ) ( )( ) ( ) 0ft 6ft 12lb 1000ft 24lb 2000
0

=−+

=∑
E

M C

↑=  lb 000,10E

∑ == CF 0∑ xx CF 0
0=xC

∑ ++−== yy CF   lb 10,000  lb 1000 - lb 20000

↓=  lb 7000yC

):  ادامه(1حل مثال 

534
lb2000 ADAB FF

==
CF
TF

AD

AB
  lb 2500
  lb 1500

=
=

.Aبررسي تعادل مفصل 

AD

( ) DADE

DADB

FF

FF

5
32=

=

CF
TF

DE

DB
  lb 3000
  lb 2500

=
=

.Dبررسي تعادل مفصل 
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):  ادامه(1حل مثال 

( )250010000 44∑ FF

.Bبررسي تعادل مفصل 

( )
lb 3750

250010000 5
4

5
4

−=

−−−==∑

BE

BEy

F

FF

CFBE   lb 3750=

( ) ( )
lb 5250

3750250015000 5
3

5
3

+=

−−−==∑

BC

BCx

F

FF

TFBC   lb 5250=

( )
lb 8750

375030000 5
3

5
3

−=

++==∑

EC

ECx

F

FF

CFEC   lb 8750=

.Eبررسي تعادل مفصل

):  ادامه(1حل مثال 

براي كنترل    Cبررسي تعادل مفصل 
:بدست آمده جوابهاي

( ) ( )

( ) ( )checks    087507000

checks    087505250

5
4
5
3

=+−=

=+−=

∑

∑

y

x

F

F
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:  تکلیف منزل

، نيروي )تعادل مفصل(بر اساس روش مفصل 
.  را تعيين كنيدFCو  GCداخلي عضو 

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:عضوهای صفر
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:مثال

.در خرپاي نشان داده شده  عضوهاي صفر را مشخص كنيد

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:روش برش برای حل مسائل خرپا

)روش مقاطع(به روش برش  خرپاتحليل  -2
.است كارامدترمورد نظر باشد  خرپاتنها نيروي يك يا چند عضو از  وقتيكهروش برش ، براي 

نيرويعكس تعيين از روشبعد اين اجراگاهتكيهالعملدر زير گام دو :شودم، :شود مي، دو گام زير اجرا گاهيتكيهالعملدر اين روش بعد از تعيين نيروي عكس
.برش بخورد خرپاكه عضو مورد نظر و حداكثر سه عضو از  اي بگونهتعيين مسير برش  -1
سه (نيروهاي اعضا برش خورده را بدست آورد  توان ميبا بررسي تعادل يكي از دو قسمت برش خورده   -2

).شود ميمجهول حل 

تعيين مسير برش nnبررسي تعادل سمت چپ برش 
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:مثال

و  BDروش برش،  نيروي داخلي عضوهاي بر اساس 
DE را تعيين كنيد  .

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:مثال

روش برش،  نيروي داخلي بر اساس 
.  را تعيين كنيد  GIو  EFعضوهاي 
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:مثال

روش برش،  نيروي داخلي بر اساس 
.  را تعيين كنيد GHو  GIوFHعضوهاي 

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
Trusses Made of Several Simple Trusses

• Compound trusses are statically 
determinant, rigid, and completely 
constrained.

32 −= nm

• Truss contains a redundant member
and is statically indeterminate.

32 −> nm

• Additional reaction forces may be 
necessary for a rigid truss.

• Necessary but insufficient condition 
for a compound truss to be statically 
determinant, rigid, and completely 
constrained,

nrm 2=+

non-rigid rigid
32 −< nm 42 −< nm
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:حل

SOLUTION:

• Take the entire truss as a free body.  
Apply the conditions for static equilib-pp y q
rium to solve for the reactions at A and L.

( )( ) ( )( ) ( )( )−−−==∑ kN 6m 15kN 6m 10kN 6m 50M A
( )( ) ( )( ) ( )

↑=

++−==
↑=

+−−

∑
 kN 5.12

kN 200
  kN 5.7

m 25kN 1m 25kN 1m 20

A

ALF
L

L

y

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
Sample Problem 6.3

• Pass a section through members FH, GH, and GI
and take the right-hand section as a free body.

( )( ) ( )( ) ( ) 0m 33.5m 5kN 1m 10kN 7.50
0

=−−
=∑

GI

H
F

M

• Apply the conditions for static equilibrium to 
determine the desired member forces.

kN 13.13+=GIF
TFGI   kN 13.13=
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:مثال
 DGبر اساس روش برش، نيروي داخلي عضو 

.  را تعيين كنيد
:حل

1برش ) سمت چپ(بررسي تعادل 

:مثال

2برش) سمت چپ (بررسي تعادل 
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:مثال

بر اساس روش برش، نيروي داخلي 
.  را تعيين كنيد CFعضو 

:حل
گا تك ل ال ك Eت Eتعيين عكس العمل در تكيه گاه

a-a بررسي تعادل سمت راست برش
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7
نیروها در تیرها و کابلها

:  سرفصل مطالب و مسائل فصل هفتم 

تحليل تيرها: فصل هفتم

ترسيم نمودار نيروي برشي و گشتاور خمشي به روش برش -1
ترسيم نمودار نيروي برشي و گشتاور خمشي به روش سطح زير منحني  - 2
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:تحلیل تیر

:تحليل تيرها

مقادير كمكآن به كه باشد مي تير طول در خمشي گشتاور و برشي نيروي نمودار ترسيم هدف  ترسيم نمودار نيروي برشي و گشتاور خمشي در طول تير مي باشد كه به كمك آن   مقادير هدف

براي . تعيين شده و جهت طراحي  تير مورد استفاده قرار مي گيرد) نيرو و گشتاور(حداكثر آنها 

:ترسيم نمودارهاي مذكور از دو روش زير استفاده مي شود

روش برش -1

)روش جمع زني(روش سطح زير منحني - 22

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
Mو Vروش برش برای ترسیم نمودار  -1

جهت ترسيم نمودار نيروي (در روش برش مراحل زير 
خمش گشتاور و شود)برش م :انجام :انجام مي شود)برشي و گشتاور خمشي

.گاهي تعيين نيروي عكس العمل تكيه -1
در مقطع  .  برش تير در حد فاصل نيروهاي اعمالي به آن -2

برش، جهتهاي نيروي برشي و گشتاور خمشي بصورت مقابل در 
.نظر گرفته مي شود

. نوشتن معادلات تعادل براي يكي از دو قسمت برش خورده - 3
بر   Mو گشتاور خمشي Vكه براساس اين معادلات، نيروي برشي 

.تعيين مي شود) در حد فاصل مورد نظر( xحسب طول تير 
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
Shear and Bending Moment Diagrams

• Variation of shear and bending 
moment along beam may be 
plotted.

• Determine reactions atDetermine reactions at 
supports.

• Cut beam at D and consider 
member AD,

22 PxMPV +=+=

• Cut beam at E and consider 
member EB,

( ) 22 xLPMPV −+=−=

• For a beam subjected to 
concentrated loads, shear is 
constant between loading points 
and moment varies linearly.

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
1مثال 

1 2

بر اساس روش برش،  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  را ترسيم نماييد

1بررسي تعادل سمت چپ برش 

2بررسي تعادل سمت راست برش 
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2مثال 

بر اساس روش برش،  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  را براي تير بارگذاري شده مقابل ، ترسيم نماييد

:2حل مثال 
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:2ادامه حل مثال 

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:3مثال 

،  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي روش برشبر اساس 
.  را براي تير بارگذاري شده مقابل ، ترسيم نماييد
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:3حل مثال 

:0∑M :0=∑ AM

( ) ( )( ) ( )( ) 0in.22lb400in.6lb480in.32 =−−yB

lb365=yB

:0=∑ BM

( )( ) ( )( ) ( ) 0in.32in.10lb400in.26lb480 =−+ A

lb515=A

:0=∑ xF 0=xB

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:3ادامه حل مثال 
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
ارتباط بین بار، نیروی برشی و گشتاور خمشی

• Relations between load and shear:
( )

wVdV
xwVVV

−=
∆

=

=∆−∆+−

lim

0

xdx x ∆→∆ 0

( )curve loadunder  area−=−=− ∫
D

C

x

x
CD dxwVV

• Relations between shear and bending moment:

( ) xxwxVMMM =
∆

∆+∆−−∆+ 0
2

( ) VxwV
x

M
dx

dM
xx

=∆−=
∆
∆

=
→∆→∆ 2

1
00

limlim

2

( )curveshear under  area==− ∫
D

C

x

x
CD dxVMM

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
)روش جمع زنی( Mو Vروش سطح زیر منحنی برای ترسیم نمودار  - 2

جهت ترسيم نمودار نيروي (مراحل زير روش جمع زني در 
:انجام مي شود) برشي و گشتاور خمشي

. گاهي و ترسيم نمودار برش تعيين نيروي عكس العمل تكيه -1
.برابر صفر است)در طول(مجموع نيروها در جهت قائم  

ترسيم نمودار گشتاور خمشي بر اساس سطح زير منحني  -2
. نيروي برشي  و گشتاورهاي متمركز اعمالي به تير

.در صورت نياز، استفاده از روابط بين بار، برش و گشتاور  - 3
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:با  روش جمع زنی 2مثال 

،  نمودار نيروي برش و گشتاور روش جمع زنيبر اساس 
. خمشي را براي تير بارگذاري شده مقابل ، ترسيم نماييد

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
Relations Among Load, Shear, and Bending Moment

• Reactions at supports,
2

wLRR BA ==

• Shear curve,

∫
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=−=

−=−=− ∫

xLwwxwLwxVV

wxdxwVV

A

A

22

0

• Moment curve,

=− ∫VdxMM
x

A

( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ===

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫

∫

0at  
8

22
2

max

2

0

0

V
dx

dMMwLM

xxLwdxxLwM
x
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:با  روش جمع زنی4مثال 

،  نمودار نيروي برش و گشتاور روش جمع زنيبر اساس 
. خمشي را براي تير بارگذاري شده مقابل ، ترسيم نماييد

Vector Mechanics for Engineers: Statics
:4حل مثال 

∑ = :0M∑ = :0AM
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) 0ft 82kips 12
ft 14kips12ft6kips20ft24

=−
−−D

kips 26=D

:0∑ =yF
0kips 12kips 26kips 12kips 20 =−+−−yA

• Between concentrated load application points,          
and shear is constant.0=−= wdxdV

kips 18=yA
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:5مثال 

مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  براي تير بارگذاري شده مقابل

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:6مثال 

مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  براي تير بارگذاري شده مقابل
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:7مثال 

مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  براي تير بارگذاري شده مقابل

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:7حل مثال 

SOLUTION:

:0∑M :0=∑ AM

( ) ( )( ) ( )( ) 0in.22lb400in.6lb480in.32 =−−yB

lb365=yB

:0=∑ BM

( )( ) ( )( ) ( ) 0in.32in.10lb400in.26lb480 =−+ A

lb515=A

:0=∑ xF 0=xB

• Note:  The 400 lb load at E may be replaced by a 
400 lb force and 1600 lb-in. couple at D.
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:7ادامه حل مثال 

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:8مثال 

مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  براي تير بارگذاري شده مقابل
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:9مثال 

مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  براي تير بارگذاري شده مقابل
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
):تکلیف منزل(تمرین  

ش خ ا گش ش ن ا ن ت مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشيطل
.  براي تير بارگذاري شده مقابل

:10مثال 

مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  براي تير بارگذاري شده مقابل
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
:11مثال 

مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  براي تير بارگذاري شده زير

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
1تکلیف

مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  براي تير بارگذاري شده مقابل

RA=272.5 kN 
RD=272.5 kN
Mmax=245.625 kN.m
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
2تکلیف

مطلوبست  ترسيم  نمودار نيروي برش و گشتاور خمشي 
.  براي تير بارگذاري شده مقابل

RA= -28 kN 
RD=76 kN
Mmax=56 kN.m
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9
گشتاور دوم سطح

( گشتاور لختی سطح(

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
گشتاور دوم سطح

• Consider distributed forces whose magnitudes are 
proportional to the elemental areas on which they 
act and also vary linearly with the distance of 
from a given axis.

F
r

∆
A∆

A∆

• Example:  Consider a beam subjected to pure bending.  
Internal forces vary linearly with distance from the 
neutral axis which passes through the section centroid. 

momentsecond
momentfirst  0

22 ==

====

∆=∆

∫∫
∫∫

dAydAykM
QdAydAykR

AkyF

x

r

momentsecond== ∫∫ dAydAykM
• Example:  Consider the net hydrostatic force on a 

submerged circular gate.

∫

∫
=

=

∆=∆=∆

dAyM

dAyR
AyApF

x
2γ

γ
γ

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
112



1434/11/29

2

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
گشتاور دوم سطح به کمک انتگرال

• Second moments or moments of inertia of 
an area with respect to the x and y axes,

∫∫ == dAxIdAyI yx
22

• Evaluation of the integrals is simplified by 
choosing dΑ to be a thin strip parallel to 
one of the coordinate axes.

• For a rectangular area,
3

3
1

0

22 bhbdyydAyI
h

x === ∫∫
0

• The formula for rectangular areas may also 
be applied to strips parallel to the axes,

dxyxdAxdIdxydI yx
223

3
1 ===

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
گشتاور لختی قطبی سطح

• The polar moment of inertia is an important 
parameter in problems involving torsion of 
cylindrical shafts and rotations of slabs.

∫= dArJ 2
0

• The polar moment of inertia is related to the 
rectangular moments of inertia,

( ) dAydAxdAyxdArJ +=+== ∫∫∫∫ 22222
0

xy II +=
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
سطح) چرخش(شعاع ژیراسیون 

• Consider area A with moment of inertia 
Ix.  Imagine that the area is 
concentrated in a thin strip parallel to 
the x axis with equivalent Ix.

A
IkAkI x

xxx == 2

kx = radius of gyration with respect 
to the x axis

• Similarly,
I

kAkI y== 2

A
JkAkJ

A
kAkI

O
OOO

yyy

==

==

2

222
yxO kkk +=

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
1مثال نمونه

SOLUTION:

• A differential strip parallel to the x axis is chosen for 
dA.

dldAdAdI 2

Determine the moment of 
inertia of a triangle with respect 
to its base.

dyldAdAydIx == 2

• For similar triangles,

dy
h

yhbdA
h

yhbl
h

yh
b
l −

=
−

=
−

=

• Integrating dIx from y = 0 to y = h,

( )
h

hh

x

yyh
h
b

dyyhy
h
bdy

h
yhbydAyI

0

43

0

32

0

22

43 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−=
−

== ∫∫∫

12

3bhI x=
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
2مثال نمونه

SOLUTION:

• An annular differential area element is chosen,

==O duudAdAudJ 2 2π

a) Determine the centroidal polar 
moment of inertia of a circular

( ) ∫∫∫ ===
rr

OO

O

duuduuudJJ

duudAdAudJ

0

3

0

2 22

2

ππ

π

4
2

rJO
π

=

• From symmetry, Ix = Iy,moment of inertia of a circular 
area by direct integration.

b) Using the result of part a, 
determine the moment of inertia 
of a circular area with respect to a 
diameter.

xxyxO IrIIIJ 2
2

2 4 ==+=
π

4
4

rII xdiameter
π

==

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
قضیه محورهای موازی

• Consider moment of inertia I of an area A
with respect to the axis AA’

∫= dAyI 2∫ dAyI

• The axis BB’ passes through the area centroid 
and is called a centroidal axis.

( )

∫∫∫

∫∫
+′+′=

+′==

dAddAyddAy

dAdydAyI
22

22

2 ∫∫∫ ++= dAddAyddAy 2

2AdII += parallel axis theorem
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
قضیه محورهای موازی

• Moment of inertia IT of a circular area with 
respect to a tangent to the circle,

( ) 224
4
12 rrrAdIIT ππ +=+=

4
4
5 rπ=

• Moment of inertia of a triangle with respect to a 
centroidal axis,

2AdII BBAA += ′′

( )
3

36
1

2
3
1

2
13

12
12

bh

hbhbhAdII

AdII

AABB

BBAA

=

−=−=

+

′′

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
گشتاور لختی سطوح مرکب

...  و  A3و   A2و A1نسبت به محور مفروض، با جمع گشتاور لختي سطوح  Aگشتاور لختي سطح 
.نسبت به همان محور به دست مي آيد
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Vector Mechanics for Engineers: Statics
گشتاور لختی سطوح مرکب

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
مثال نمونه از سطوح مرکب

SOLUTION:

• Determine location of the centroid of 
composite section with respect to a 
coordinate system with origin at the

The strength of a W14x38 rolled steel 
beam is increased by attaching a plate 

coordinate system with origin at the 
centroid of the beam section.

• Apply the parallel axis theorem to 
determine moments of inertia of beam 
section and plate with respect to 
composite section centroidal axis.

• Calculate the radius of gyration from theto its upper flange.  

Determine the moment of inertia and 
radius of gyration with respect to an 
axis which is parallel to the plate and 
passes through the centroid of the 
section.

Calculate the radius of gyration from the 
moment of inertia of the composite 
section.
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
)مثال نمونه از سطوح مرکب(حل 

SOLUTION:

• Determine location of the centroid of composite section 
with respect to a coordinate system with origin at the 
centroid of the beam section.

12.5095.17
0011.20Section Beam

12.50425.76.75Plate
in ,in. ,in ,Section 32

== ∑∑ AyA

AyyA

i1250 3∑ A in. 792.2
in 17.95
in12.50

2

3
====

∑
∑∑∑ A

AyYAyAY

)مثال نمونه از سطوح مرکب(ادامه حل 
• Apply the parallel axis theorem to determine moments of 

inertia of beam section and plate with respect to composite 
section centroidal axis.

( )( )22
sectionbeam 792.220.11385 +=+=′ YAII xx ( )( )

( )( ) ( )( )
4

23
4
3

12
12

plate,

4
sectionbeam,

in2.145

792.2425.775.69

in3.472

=

−+=+=

=

′ AdII xx

xx

2.1453.472plate,section beam, +=+= ′′′ xxx III

• Calculate the radius of gyration from the moment of inertia 
of the composite section.

2

4

in17.95
in 5.617

== ′
′ A

Ik x
x in. 87.5=′xk

4in 618=′xI
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
2مثال 

SOLUTION:

• Compute the moments of inertia of the 
bounding rectangle and half-circle with 

Determine the moment of inertia 
of the shaded area with respect to 

g g
respect to the x axis.

• The moment of inertia of the shaded area is 
obtained by subtracting the moment of 
inertia of the half-circle from the moment 
of inertia of the rectangle.

p
the x axis.

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
2حل مثال 

SOLUTION:
• Compute the moments of inertia of the bounding 

rectangle and half-circle with respect to the x axis.

Rectangle:g
( )( ) 46

3
13

3
1 mm102.138120240 ×=== bhIx

Half-circle:  
moment of inertia with respect to AA’,

( ) 464
8
14

8
1 mm1076.2590 ×===′ ππrI AA

moment of inertia with respect to x’,

( )( )362 107212107625 ××AaII( )( )

( )
23

2
2
12

2
1

mm1072.12

90

mm 81.8a-120b

mm 2.38
3

904
3
4

×=

==

==

===

ππ

ππ

rA

ra
( )( )
46 mm1020.7

1072.121076.25

×=

××=−= ′′ AaII AAx

moment of inertia with respect to x,

( )( )
46

2362

mm103.92

8.811072.121020.7

×=

×+×=+= ′ AbII xx
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2ادامه حل مثال 

• The moment of inertia of the shaded area is obtained by 
subtracting the moment of inertia of the half-circle from 
the moment of inertia of the rectangle.

xI = 46 mm102.138 × − 46 mm103.92 ×

46 mm109.45 ×=xI

Vector Mechanics for Engineers: Statics
3مثال 

.  yو    xبراي سطح مركب داده شده مطلوبست تعيين گشتاور دوم اين سطح نسبت به محور 

© 2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 2 - 18
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Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
حاصل ضرب لختی

• Product of Inertia:

∫= dAxyI xy

• When the x axis, the y axis, or both are an 
axis of symmetry, the product of inertia is 
zero.

• Parallel axis theorem for products of inertia:

AyxII xyxy +=
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محورهای اصلی و گشتاورهای لختی اصلی سطح

θθ 2sin2cos
22

yxyx

xy
yxyx

x

IIII

I
IIII

I

−+

−
−

+
+

=′

• The change of axes yields

Given

∫
∫∫

=

==

dAxyI

dAxIdAyI

xy

yx
22

θθ

θθ

2cos2sin
2

2sin2cos
22

xy
yx

yx

xy
yxyx

y

I
II

I

II

+
−

=

+−=

′′

′

• The equations for Ix’ and Ix’y’ are the 
parametric equations for a circle,

( ) 222 RIII =+
we wish to determine moments 
and product of inertia with 
respect to new axes x’ and y’.

( )

2
22 xy

yxyx
ave

yxavex

I
II

R
II

I

RIII

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+
=

=+− ′′′

• The equations for Iy’ and Ix’y’ lead to the 
same circle.θθ

θθ
sincos
sincos

xyy
yxx

−=′
+=′Note:

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
محورهای اصلی و گشتاورهای لختی اصلی سطح

• At the points A and B, Ix’y’ = 0  and Ix’ is 
a maximum and minimum, respectively.

RII ave ±=minmax,

yx

xy
m II

I
−

−=
2

2tan θ

• The equation for Θm defines two 
angles, 90o apart which correspond to 
the principal axes of the area about O.

( )

2

222

22 xy
yxyx

ave

yxavex

I
II

R
II

I

RIII

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+
=

=+− ′′′
• Imax and Imin are the principal moments 

of inertia of the area about O.
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مثال از  حاصلضرب لختی 

SOLUTION:

• Determine the product of inertia using 
direct integration with the parallel axis 
th ti l diff ti l t itheorem on vertical differential area strips

• Apply the parallel axis theorem to 
evaluate the product of inertia with respect 
to the centroidal axes.

Determine the product of inertia of 
the right triangle (a) with respect 
to the x and y axes and 
(b) with respect to centroidal axes 
parallel to the x and y axes.

Vector Mechanics for Engineers: Statics
حل

SOLUTION:

• Determine the product of inertia using direct integration 
with the parallel axis theorem on vertical differential 
area stripsarea strips

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −===

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

b
xhyyxx

dx
b
xhdxydA

b
xhy

elel 1

11

2
1

2
1

Integrating dIx from x = 0 to x = b,

( )
b

elelxyxy dx
b
xhxdAyxdII

2
2

2
1 1

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=== ∫∫∫ ( )

bb

elelxyxy

b
x

b
xxhdx

b
x

b
xxh

b
y

0
2

4322

0
2

32
2

0
2

83422 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=

⎠
⎜
⎝

∫

∫∫∫

22
24
1 hbIxy =
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• Apply the parallel axis theorem to evaluate the 
product of inertia with respect to the centroidal axes.

hybx 3
1

3
1 ==

With the results from part a,

( )( )( )bhhbhbI

AyxII

yx

yxxy

2
1

3
1

3
122

24
1 −=

+=

′′′′

′′′′

22
72
1 hbI yx −=′′′′

Vector Mechanics for Engineers: Statics
مثال از محورهای اصلی و گشتاورهای لختی اصلی

SOLUTION:

• Compute the product of inertia with 
respect to the xy axes by dividing the 

i i h l d l i

For the section shown, the moments of 
inertia with respect to the x and y axes

section into three rectangles and applying 
the parallel axis theorem to each.

• Determine the orientation of the 
principal axes (Eq. 9.25) and the 
principal moments of inertia (Eq. 9. 27). 

inertia with respect to the x and y axes 
are Ix = 10.38 in4 and Iy = 6.97 in4.

Determine (a) the orientation of the 
principal axes of the section about O,
and (b) the values of the principal 
moments of inertia about O.
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N
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حل
SOLUTION:

• Compute the product of inertia with respect to the xy axes 
by dividing the section into three rectangles.

Apply the parallel axis theorem to each rectangle

28.375.125.15.1
in,in. ,in. ,in Area,Rectangle 42

−+−I
Ayxyx

Apply the parallel axis theorem to each rectangle,
( )∑ += ′′ AyxII yxxy

Note that the product of inertia with respect to centroidal 
axes parallel to the xy axes is zero for each rectangle.

56.6
28.375.125.15.1
0005.1

−=
−−+

∑ Ayx
III
II

4in 56.6−== ∑ AyxIxy

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
ادامه حل

• Determine the orientation of the principal axes (Eq. 9.25) 
and the principal moments of inertia (Eq. 9. 27). 

( )
+=

−
−

−=
−

−= 85.3
9763810

56.622
2tan xy

m II
I

θ

4

4

in 97.6

in 38.10

=

=

y

x

I

I

°°= 255.4 and 4.752

97.638.10

m

yx II

θ

°=°= 7.127  and  7.37 mm θθ

2
2

minmax, 22
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±

+
= xy

yxyx I
IIII

I

4in 56.6−=xy

y

I ( )2
2

56.6
2

97.638.10
2

97.638.10
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

±
+

=

4
min

4
max

in 897.1

in 45.15

==

==

II

II

b

a

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
126



1434/11/29

16

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
دایره مور برای گشتاورها و حاصل ضربهای لختی

⎞⎛

• The moments and product of inertia for an area 
are plotted as shown and used to construct Mohr’s 
circle,

2
22 xy

yxyx
ave I

II
R

II
I +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+
=

• Mohr’s circle may be used to graphically or 
analytically determine the moments and product of 
inertia for any other rectangular axes including the 
principal axes and principal moments and productsprincipal axes and principal moments and products 
of inertia.

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
مثال از دایره مور

SOLUTION:

• Plot the points (Ix , Ixy) and (Iy ,-Ixy).  
Construct Mohr’s circle based on the 
circle diameter between the points

The moments and product of inertia 
with respect to the x and y axes are Ix = 
7.24x106 mm4, Iy = 2.61x106 mm4, and 

6 4

circle diameter between the points.

• Based on the circle, determine the 
orientation of the principal axes and the 
principal moments of inertia.

• Based on the circle, evaluate the 
moments and product of inertia with 
respect to the x’y’ axes.

© 2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 9 - 32

Ixy = -2.54x106 mm4.

Using Mohr’s circle, determine (a) the 
principal axes about O, (b) the values of 
the principal moments about O, and (c) 
the values of the moments and product 
of inertia about the x’ and y’ axes
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SOLUTION:
• Plot the points (Ix , Ixy) and (Iy ,-Ixy).  Construct Mohr’s 

circle based on the circle diameter between the points.

( ) 46
2
1 mm10925.4 ×=+== IIIOC yxave

46

46

46

mm1054.2

mm1061.2

mm1024.7

×−=

×=

×=

xy

y

x

I

I

I

( )
( ) ( ) 4622

46
2
1

mm10437.3

mm10315.2

×=+=

×=−=

DXCDR

IICD yx

• Based on the circle, determine the orientation of the 
principal axes and the principal moments of inertia.

°=== 6.472097.12tan mm CD
DX θθ °= 8.23mθxy mm CD

RIOAI ave +==max
46

max mm1036.8 ×=I

RIOBI ave −==min
46

min mm1049.1 ×=I

Vector Mechanics for Engineers: StaticsVector Mechanics for Engineers: Statics
ادامه حل

• Based on the circle, evaluate the moments and product 
of inertia with respect to the x’y’ axes.

The points X’ and Y’ corresponding to the x’ and y’ axes 
are obtained by rotating CX and CY counterclockwise 
through an angle Θ = 2(60o) = 120o.  The angle that CX’
forms with the x’ axes is φ = 120o - 47.6o = 72.4o.

o
avey RIYCOCOGI 4.72coscos' −=′−== ϕ

o
avex RIXCOCOFI 4.72coscos' +=′+== ϕ

46 mm1096.5 ×=′xI

46

46

mm10437.3

mm10925.4

×=

×==

R

IOC ave

46 mm1089.3 ×=′yI

o
yx RYCXFI 4.72sinsin' =′=′=′ ϕ

46 mm1028.3 ×=′′yxI
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